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Correlacion Cruzada

Primary Disciplinary Field(s): Procesamiento de Sefales, Estadistica, Matematicas
Aplicadas

1. Definicion Central

La correlacién cruzada (a menudo denotada como $R_{xy}(tau)$ o $(f star g)(tau)$) es una
operacién matematica fundamental que cuantifica la similitud entre dos funciones o secuencias
diferentes, en funcién de un desplazamiento temporal o espacial aplicado a una de ellas. En
esencia, la correlacién cruzada mide la dependencia estadistica o la coherencia estructural entre
dos sefales, permitiendo determinar cuanto se parece una sefial a una version desplazada de la
otra. Este concepto es crucial en el andlisis de sistemas dindmicos, ya que no solo revela la
presencia de una relacién, sino también el tiempo de retardo 6ptimo (o "lag") en el que esa
relacion es maxima. Si bien se asemeja a la convolucién en su estructura matematica, la
correlacion cruzada se diferencia en que no requiere la inversion de una de las funciones antes de
la integracion o sumatoria, lo que le confiere una interpretacion directa como medida de similitud.

La operacién de correlacion cruzada es inherentemente comparativa y se fundamenta en el
principio del producto interno. Consideremos dos sefiales, $x(1)$ y $y(t)$. Al calcular la correlacion
cruzada, se desplaza $y(t)$ en el tiempo por una cantidad $tau$ (el retardo) y se calcula el
producto interno o la integral de este producto con $x(t)$. El resultado es una funcion del retardo
$tau$, y el pico de esta funcion indica el desplazamiento temporal exacto necesario para que las
dos sefiales se alineen de manera Gptima. Este maximo valor de la funcidn de correlacién cruzada
proporciona una métrica de la intensidad de la relacion estructural entre $x(t)$ e $y(t)$. Si el pico
ocurre en $tau=0%, las sefiales estan perfectamente alineadas sin retardo. Si el pico es positivo,
indica una relacion directa; si es negativo, sugiere una relacion inversa.

Es importante distinguir la correlacién cruzada de la autocorrelacidn. Mientras que la

autocorrelacion mide la similitud de una sefial consigo misma en diferentes instantes de tiempo,
revelando periodicidades o patrones internos, la correlacion cruzada se utiliza para comparar dos
sefales distintas y evaluar su interdependencia temporal. Ambas operaciones son herramientas
esenciales en el analisis de series temporales y el procesamiento de sefiales estocasticas,
proporcionando informacion invaluable sobre la estructura interna y la interdependencia de los
datos analizados. La capacidad de la correlaciéon cruzada para identificar y cuantificar los retardos
de tiempo la convierte en una herramienta indispensable en campos que van desde la sismologia
y la ingenieria de radar hasta la econometria y el andlisis de sistemas bioldgicos.

2. Formulacién Matematica
La formulacion matematica de la correlacion cruzada varia ligeramente dependiendo de si las
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sefiales son continuas o discretas, y si son deterministicas o estocasticas. Para dos funciones
continuas y deterministicas, $f(t)$ y $g(t)$, la correlacion cruzada $R_{fg}(tau)$ se define
tipicamente mediante la siguiente integral, asumiendo que las sefiales son reales y de energia
finita, lo que asegura la convergencia de la integral:

$$R_{fg}(tau) = int_{-infty}infty} f(t) g(t+tau) di$$

En esta expresion, $tau$ representa el retardo temporal. Es fundamental notar que existen
convenciones alternativas. Algunos textos definen la correlacion cruzada con $g(t-tau)$ en lugar
de $g(t+tau)$. La convencion utilizada aqui ($t+tau$) es predominante en el procesamiento de
sefiales y es matematicamente equivalente a la convolucion si una de las funciones se invierte en
el tiempo. Para sefales complejas, que son comunes en la fisica cuantica o la ingenieria de
comunicaciones, la formulacion requiere el conjugado complejo de la segunda funcidn,
$g~*(t+tau)$, para garantizar que la funcién de correlacion resultante tenga propiedades
deseables, como un valor real y positivo en el pico de alineacion.

Para el caso de sefiales discretas, $x$ y $y$, que son la norma en la computacion digital, la
correlacion cruzada se define como una suma sobre todos los indices $m$, donde $k$ es el
desplazamiento discreto (lag):

$$R_{xy} = sum_{n=-infty}Y{infty} x y$$

Cuando se trabaja con procesos estocasticos (como ruido o sefiales aleatorias), que no tienen
energia finita pero si potencia finita, la correlacién cruzada se define en términos de valores
esperados, asumiendo que los procesos son estacionarios en sentido amplio. Para dos procesos
estocasticos de media cero, $X(t)$ e $Y(t)$, la funcion de correlacién cruzada esperada es
$R_{XY}(tau) = E$. En aplicaciones practicas donde solo se dispone de muestras finitas, se utiliza
una estimacion de la correlacién cruzada. Ademas, la correlacion cruzada se puede calcular en el
dominio de la frecuencia, lo cual es computacionalmente mas eficiente para secuencias largas
mediante el uso del teorema de convolucion y la Transformada Répida de Fourier (FFT).

3. Propiedades y Relacion con la Convolucion

La correlacion cruzada posee varias propiedades matematicas esenciales que la distinguen y la
hacen poderosa para el andlisis de sistemas. Una de las propiedades mas importantes es la
relacion con la Transformada de Fourier, formalizada por el teorema de Wiener-Khinchin en su

versién cruzada. Este teorema establece que la Transformada de Fourier de la correlacién
cruzada de dos sefiales es igual al producto de la Transformada de Fourier de la primera sefial por
el conjugado complejo de la Transformada de Fourier de la segunda sefial. Esta relacion es la
base para la implementacion eficiente de la correlacion cruzada en el dominio digital.
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Otra propiedad clave es la asimetria o la relacion de simetria conjugada. Si $R_{xy}(tau)$ es la
correlacién cruzada de $x$ con $y$, entonces la correlacién cruzada de $y$ con $x$,
$R_{yx}(tau)$, esta relacionada con la primera por la expresion $R_{yx}(tau) = R_{xy}(-tau)$. Si
las sefales son complejas, se aplica la simetria conjugada, $R_{yx}(tau) = R_{xy}*(-tau)$. Esta
propiedad subraya que el orden de las sefiales en la operacidon de correlacidon cruzada es
significativo, ya que el desplazamiento positivo de $y$ relativo a $x$ es diferente de un
desplazamiento positivo de $x$ relativo a $y$. Esta no conmutatividad contrasta con la
convolucion, que si es conmutativa.

La correlacion cruzada esta intrinsecamente ligada a la convolucién. Especificamente, la
correlacion cruzada de $f(t)$ y $g(t)$ es equivalente a la convolucion de $f(t)$ con la version
invertida en el tiempo de $g(t)$, es decir, $R_{fg}(tau) = f(tau) * g(-tau)$. Esta equivalencia es
crucial para la implementacién eficiente. En el dominio discreto, si la correlacion cruzada se
calcula directamente (el "método de fuerza bruta"), la complejidad computacional es tipicamente
cuadrética, $O(N*2)$. Sin embargo, al utilizar la FFT para realizar la operacion en el dominio de la
frecuencia (aprovechando la equivalencia con la convolucion de la sefial invertida), la complejidad
se reduce drasticamente a $O(N log N)$, lo que permite el procesamiento de grandes conjuntos
de datos en tiempo real.

4. Etimologiay Desarrollo Historico

El concepto de correlacion, que mide la interdependencia estadistica, se formaliz6 a finales del
siglo XIX y principios del XX, pero la idea de incluir un desfase temporal, fundamental para la
correlacion cruzada, madur6 con el estudio de los procesos estocdsticos y la necesidad de
analizar sistemas dinamicos. El trabajo pionero de Norbert Wiener en la década de 1940 sobre la
teoria de la comunicacién y los procesos aleatorios fue decisivo. Wiener sent6 las bases para el
analisis espectral y la teoria de filtros 6ptimos, donde la funcion de correlacion (incluyendo la
cruzada) se convirtio en la herramienta central para caracterizar la estructura temporal de las
sefales y el ruido.

La aplicacion practica y la popularizacion del término se aceleraron en el contexto de la ingenieria
de control y la deteccidén de sefiales durante la Segunda Guerra Mundial y la Guerra Fria. Los
sistemas de radar y sonar necesitaban métodos robustos para detectar ecos débiles y medir
distancias con precision. El concepto de "filtrado adaptado" (matched filtering), que es una
aplicacion directa de la correlaciéon cruzada, se convirtié en la piedra angular de estos sistemas, ya
gue proporciona la maxima relacion sefial-ruido para la deteccién de una sefial conocida inmersa
en ruido blanco aditivo.

A partir de la década de 1960, con el desarrollo de la computacion digital y la introduccion de
algoritmos eficientes como la FFT, la correlacion cruzada dej6é de ser una herramienta puramente
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tedrica para convertirse en un estandar de facto en el procesamiento digital de sefiales (DSP). En
paralelo, en la estadistica y la econometria, la correlacién cruzada se integré en el andlisis de
series temporales para identificar y modelar las relaciones de retardo entre variables econémicas,
sentando las bases para técnicas avanzadas de pronostico y modelado causal.

5. Aplicaciones Clave en Ingenieriay Ciencia

La utilidad de la correlacion cruzada es vasta y se extiende a casi cualquier campo que involucre
el analisis de datos secuenciales o espaciales. Una de sus aplicaciones mas importantes es la
estimacion del retardo de tiempo (Time Delay Estimation, TDE). En la sismologia y la acustica,
los sensores registran el mismo evento (por ejemplo, un terremoto o un disparo) en diferentes
momentos. La correlacidén cruzada entre los registros de dos sensores permite determinar con
precision la diferencia de tiempo de llegada de la onda, lo que es esencial para localizar la fuente
del evento mediante triangulacion.

En la ingenieria de comunicaciones, la correlacion cruzada es fundamental para la
sincronizacion y la deteccién de codigos. En sistemas de espectro ensanchado por secuencia
directa (DSSS), como el GPS, la sefial recibida se correlaciona con una réplica local del codigo de
pseudo-ruido conocido. El pico de correlacion indica el momento exacto en que la sefal esta
alineada, permitiendo la demodulacion de los datos y la medicion precisa de la distancia (tiempo
de vuelo).

En el procesamiento de imagenes y la visibn por computadora, la correlacién cruzada
bidimensional (a menudo implementada como convolucién con un kernel invertido) se utiliza para
el reconocimiento de plantillas o "template matching". Al correlacionar una pequefia imagen de
plantilla con una imagen mas grande, se genera un mapa de correlacion que indica la probabilidad
de que la plantilla se encuentre en cada punto de la imagen. Esto es crucial para tareas como el
seguimiento de objetos, la deteccidén de caracteristicas y el registro de imagenes médicas.

6. Correlacion Cruzada Normalizada y Deteccion de Patrones

Si bien la correlacion cruzada simple proporciona una medida de la similitud absoluta, su valor
maximo depende directamente de la magnitud de las sefiales de entrada. Esto puede ser
problematico en aplicaciones donde la amplitud de la sefial o las condiciones de iluminacion (en el
caso de imagenes) varian. Para obtener una métrica que sea independiente de la amplitud y que
solo refleje la forma o el patron de las sefales, se utiliza la correlacion cruzada normalizada
(NCC, Normalized Cross-Correlation).

El coeficiente de correlacion cruzada normalizada se define dividiendo la correlacion cruzada de
las sefiales centradas (a las que se les ha restado su media) por el producto de sus desviaciones
estandar (o energias). Esta normalizacion estandariza el resultado, forzando los valores a caer en
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el rango de $3$. Un valor de $+1%$ indica una coincidencia perfecta y directa (misma forma y fase);
$-1% indica una coincidencia perfecta pero invertida (antifase); y $0$ indica que las sefiales no
tienen ninguna relacion lineal en ese desplazamiento especifico. Esta normalizacién permite la
comparacion robusta de la "forma" de las sefiales, independientemente de sus escalas o
potencias absolutas.

La normalizacion es particularmente valiosa en el campo de la visién por computadora para tareas
de seguimiento de objetos y reconocimiento de plantillas bajo condiciones variables. Al buscar una
pequefia plantilla dentro de una imagen grande, la correlacién cruzada normalizada reduce
drasticamente la posibilidad de falsas detecciones causadas por variaciones locales en el brillo o
el contraste. Al centrarse Unicamente en la estructura del patron, el NCC proporciona un mapa de
confianza mucho mas fiable sobre la ubicacién del patrén buscado, lo que resulta indispensable
en sistemas de navegacion autbnoma y analisis de imagenes médicas.

7. Limitaciones, Interpretacion y Criticas

A pesar de su potencia analitica, la correlacion cruzada presenta limitaciones que requieren una
interpretacion cuidadosa de sus resultados. La critica fundamental radica en que la correlacion
cruzada, al igual que el coeficiente de correlacién de Pearson, es inherentemente una medida de
la relacion lineal. Sila relacién entre las dos sefales es significativamente no lineal (por ejemplo,
si una sefial es el cuadrado de la otra o si la dependencia es logaritmica), la correlacion cruzada
puede subestimar la dependencia real o no identificarla en absoluto. En estos escenarios, los
analistas deben recurrir a métodos de andlisis de dependencia no lineal, como el calculo de la
informacion mutua o la aplicacion de técnicas de andlisis de componentes principales no lineales.

Otra limitacion critica es su susceptibilidad a la correlacién espuria, especialmente en el analisis
de series temporales. Si ambas sefiales de entrada contienen tendencias a largo plazo o patrones
estacionales similares que no estan intrinsecamente relacionados (es decir, no hay una relacion
causal o de retardo directo), la correlacién cruzada puede mostrar picos altos en retardos grandes
0 en cero, dando la falsa impresién de una relacién significativa. Para mitigar esto, es practica
estandar "diferenciar" o "detrend" las series temporales (eliminar la media y la tendencia) antes de
calcular la correlacion cruzada para asegurar que solo se estén analizando las fluctuaciones
residuales.

Finalmente, es crucial recordar que la correlacion cruzada solo establece la precedencia
temporal, no la causalidad en un sentido estricto. El hecho de que la sefial A preceda a la sefial B
con un retardo $tau$ solo establece que el patrén de A es un predictor del patron de B. Para inferir
causalidad de manera mas robusta, se requieren pruebas estadisticas mas rigurosas. Una
extension comdn en econometria es el test de causalidad de Granger, que utiliza la correlaciéon
cruzada como una medida inicial, pero la complementa con modelos predictivos multivariados
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para descartar explicaciones alternativas y variables de confusion, ofreciendo una herramienta

mas poderosa para la inferencia causal en sistemas complejos.

Further Reading

Correlacion cruzada - Wikipedia
Cross-Correlation Function - ScienceDirect
Digital Signal Processing: Cross-correlation

Spanish Psychological Databases

spanish.arabpsychology.com



https://es.wikipedia.org/wiki/Correlaci%C3%B3n_cruzada
https://www.sciencedirect.com/topics/engineering/cross-correlation-function
https://web.archive.org/web/20060901015638/http://www.dspguide.com/ch8/4.htm
https://spanish.arabpsychology.com/?p=6335
https://spanish.arabpsychology.com
https://spanish.arabpsychology.com

